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Resume. Nous nous interessons a la resolution numerique du systeme hyperbolique
decrivant un ecoulement turbulent compressible de gaz en situation
isentropique. Nous construisons le solveur de Riemann exact associe,
necessaire au schema de Godunov, que nous comparons au schema Vfroe
et au schema de Rusanov.
Comparison of numerical solvers for turbulent compressible ow.
Abstract. We focus on the computation of the hyperbolic system describing a turbulent
ow for isentropic gas. An exact Riemann solver is computed, we construct
the solution of the Riemann problem and thus we derive a Godunov scheme.
We provide some numerical simulations to exhibit a comparison between
Godunov scheme and two approximate solvers : Vfroe and Rusanov scheme.
Abridged English Version
In this Note, we focus on the non conservative hyperbolic system arising from the K turbulent compres-
sible model applied to multicomponent ow and polytropic gases. Variables , Y , U and K denote respec-
tively the mean density of the mixture, the mass fraction of one component in the mixture, the velocity and
the kinetic turbulent energy of the mixtureK =
1
2
U
0
U
0
. Governing equations of the non conservative sys-
tem are given by (2). We get the entropy-entropy ux pair (E ; f
E
)=(
U
2
2
+K+
P
   1
; EU+
2
3
KU+
PU
   1
)
and by the entropy inequality [E ]  [f
E
] on schock curves of  discontinuity celerity, the unique solution
is exhibited. The exact solution of the Riemann Problem enables to implement the Godunov scheme. We
refer to Coquel and Berthon [1], [2] for a somewhat dierent approach to deal with non conservative equa-
tions arising in systems with two distinct entropies. An other aim is the comparison between Godunov
scheme [10] and two linearized methods. The rst one, Vfroe-ncv (see (13)-(17) and [3]), is very close to
Godunov method, and thus gives very accurate results. It divides the CPU cost by a factor ten. However,
this latter method has some drawbacks, since both pressure and turbulent kinetic energy positivity can
not be ensured in all cases. This has been observed, for instance, in some strong rarefaction waves oc-
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curring behind some blu bodies. The Rusanov scheme (see (19)-(21) and [12]) ensures positivity of the
variables ; Y;K, but this scheme is so diusive that it provides poorly accurate results. We conclude that
in some extreme cases, the cost of an exact solver is justied by the robustness requirement. Anyway, we
advocate to use successively two schemes : the exact one for initialization and to deal with the boundary
conditions, and a linearized one to go on with a good compromise between accuracy and computational
cost.
Introduction
On considere un ecoulement isentropique turbulent de deux composants gazeux. Dans cette etude on
s'interesse particulierement au couplage pression-turbulence. La turbulence etant supposee isotrope, le
tenseur de Reynolds est decrit par l'energie cinetique turbulente du melange K. La partie convective du
systeme etant dominante, on ne traitera que la fermeture au premier ordre du modele (cf. [11] pour un
modele plus complet).
1 Solveur de Riemann exact et schema de Godunov
On s'interesse a la resolution du systeme portant sur les variables moyennees par le processus de Favre :
 est la densite du melange, U la vitesse du melange, Y la fraction massique d'un des deux composants
et K la turbulence sommee des deux uides. La pression P est connue par la loi d'etat P = P (Y ). On
note C = (; Y; U )
t
, W (x; t) = (C;K)
t
, avec x 2 
( IR
2
); t  0.
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0
@
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(
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C +rF (C;K) = 0
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KrU = 0
(2)
On se ramene au systeme (S
n
) monodimensionnel, projection de (2) suivant la normale
 !
n a une
interface d'un volume de contro^le. Les composantes normale et tangentielle de U sont designees par u
n
et u
t
. SoitM la matrice de projection dans le repere normal,MW = W
n
= (; Y; u
n
; u
t
;K)
t
. On note
A la matrice dierentielle associee au systeme (2) telle que W
;t
+
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A
i
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W
n
(x; t = 0) = W
g
si x:n < 0
W
n
(x; t = 0) = W
d
si x:n > 0
(3)
Le systeme dierentiel (S
n
) etant hyperbolique (non strictement), on en deduit la solution du probleme
de Riemann associe (PR) [9]. Les champs caracteristiques sont soit lineairement degeneres, soit vraiment
non lineaires a la condition susante que P (Y ) soit une fonction convexe du volume specique.
La vitesse du son dans l'ecoulement biuide turbulent est notee c
0
=
r
Y c
2
+
10
9
K

et c
2
= P
0
(Y )
(S
n
) admet pour valeurs propres 
1
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n
  c
0
, 
2;3;4
= u
n
, 
5
= u
n
+ c
0
La solution est constituee d'au plus quatre etats constants separes par des ondes de choc ou detente
et une discontinuite de contact correspondant a l'onde triple [9]. Au passage de la discontinuite de
contact separant les etats 1 et 2, les sauts suivants sont nuls, (avec la convention [']
b
a
= '(b)   '(a)) :
[u
n
]
2
1
= 0 et [
2K
3
+ P ]
2
1
= 0 La construction des ondes de detente repose sur le calcul des invariants de
Riemann.
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On donne l'expression des ondes de detente entre l'etat gauche g et l'etat 1 D
g1
et entre l'etat droit
d et l'etat 2 D
d2
[14], avec c
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Quant aux ondes de choc, elles sont obtenues en ecrivant les relations de saut de Rankine-Hugoniot au
franchissement d'une discontinuite. Le produit non conservatif K@
x
u
n
est approche en integrant le long
du chemin des lignes droites [5].
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Les ondes de choc sont donnees avec les me^mes notations C
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et C
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:
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La partie admissible des ondes de choc a ete selectionnee en ecrivant la croissance de l'entropie aux chocs.
On a donc du^ trouver toutes les entropies mathematiques du systeme, puis on a determine parmi celles-ci
l'entropie physique du systeme E de ux f
E
. E correspond a l'energie totale du systeme :
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U
2
2
+K + 
Z
P (Y )

2
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E
=
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2
2
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Z
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
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On demontre que la croissance de l'entropie aux chocs est equivalente a la compressibilite aux chocs [6].
[E ]  [f
E
], [] > 0 (10)
La demonstration de l'existence de la solution du probleme de Riemann repose sur la construction
parametree de la solution, du me^me type que celle de la methode de Smoller [13](p.346-355). On evite
cependant de parametrer le passage des etats gauche et droit aux etats intermediaires par des fonctions
exponentielles, trop cou^teuses dans les implementations informatiques. La resolution du probleme de Rie-
mann de facon exacte se ramene alors a un probleme de recherche du zero d'une fonction non lineaire
de IR
2
, qui gra^ce a ses proprietes de monotonie par rapport a ses deux arguments, permet une resolution
numerique par une methode de type Newton [7][6].
On cherche a resoudre ce systeme sur un maillage 
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R
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3
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Cette methode numerique s'applique sur tout type de maillage, structure ou non [7].
2 Le schema Vfroe-ncv
Une confrontation du schema de Godunov a des solveurs approches permet de rendre compte de
l'intere^t d'utiliser un solveur exact me^me plus cou^teux. On s'est interesse tout d'abord au solveur linearise
du schema Vfroe-ncv. Le schema Vfroe a ete introduit en 1996 dans [8]. Il est base sur une resolution
locale du probleme de Riemann linearise. Une extension de ce schema aux variables non conservatives a
ete faite dans [3]. Ici, pour preserver les invariants de Riemann aux franchissements des discontinuites
de contact, nous prendrons la variable Z = (Y; u
n
; u
t
;K; P )
t
,  =
1

. On resout le probleme de Riemann
linearise (PRL) associe a la matrice constante A
n
(
^
Z) avec
^
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Z
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d
2
, moyenne des etats g et d.
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On note Z

gd
(Z
g
; Z
d
) la solution a l'interface
x
t
= 0 du (PRL), avec Z
1
et Z
2
les deux etats intermediaires.
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L'extension du schema Vfroe au systeme non conservatif est donnee par :
8
>
>
<
>
>
:
C
n+1
i
= C
n
i
 
t
j

i
j
X
j2V (i)
F (Z

ij
)n
ij
l
ij
K
n+1
i
= K
n
i
 
t
j

i
j
X
j2V (i)
(K

ij
u

n
ij
+
2
3
K
i
u

n
ij
)l
ij
(17)
Le solveur linearise peut generer des etats intermediaires qui ne respectent pas la positivite des va-
riables physiques , P ou K. Par exemple, a l'etat miroir d'une double rarefaction symetrique (correspon-
dant a une condition limite de paroi en detente) pour les conditions initiales suivantes : (Y; u
n
; u
t
;K; P )
4
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t
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De plus, on ne peut pas garantir la positivite de maille des valeurs ; Y; P;K.
3 Le schema de Rusanov
On considere l'ecriture (19) d'un systeme non conservatif et on denit alors
~
A
n
par (20).
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Le schema de Rusanov a ete choisi pour notre systeme parce qu'il respecte la positivite de maille [14] de
; Y et K et parce qu'il assure egalement a la fraction massique de rester comprise dans le bon ensemble
0 < Y < 1, sous condition C.F.L. : t
X
j2V (i)
(
~
S
ij
+
2
3
u
j
n
ij
)l
ij
< 2j

i
j
4 Resultats numeriques
Gra^ce au schema linearise Vfroe, le temps de calcul se trouve divise par 10, tout en donnant une
bonne precision des resultats. Si l'on compare la norme L
2
d'une solution 2D avec celle calculee par la
methode de Godunov on constate un pourcentage d'erreur inferieur a 1.5. Avec le schema de Rusanov, on
divise encore le temps de calcul d'un facteur 3. De plus, le principe du maximum pour la concentration
est respecte. On traite le cas d'une tuyere a retrecissements (cf. FIG. 1) pour des conditions initiales :
(; Y; u; v;K; P ) = (1:1; 1; 600; 0;1000; 100000) sur maillage regulier de 600 quadrangles. Ce cas test revele
les avantages et inconvenients des dierentes methodes. Avec le schema de Rusanov aucun probleme de
positivite n'appara^t, mais l'evaluation de K se revele assez approximative. Quant au schema Vfroe-ncv,
il donne de bons resultats, mais pour le traitement des fortes detentes, notamment lors de simulation
d'arriere corps ou l'ecoulement se raree, il est preferable d'utiliser le schema de Godunov pour garantir
la positivite de la densite et de la turbulence. On donne ici une comparaison de la turbulence calculee
par la methode de Godunov avec celle obtenue par le schema Vfroe-ncv. On donne en a) la turbulence
calculee par le schema de Godunov et en b) le pourcentage d'ecart, calcule sur la turbulence, du schema
Vfroe-ncv par rapport au schema de Godunov.
Conclusion
Nous preconisons, en general, une utilisation du solveur Vfroe correlee a la resolution par solveur
exact pour le traitement des frontieres du domaine. Pour certains cas physiques plus "pathologiques"
(fortes detentes), nous prefererons le schema de Godunov, plus robuste. Ce travail se poursuit par la prise
5
en compte des termes visqueux (laminaires et turbulents) tout en gardant un traitement convectif couple
(pression-turbulence). Un travail similaire, sur un modele de turbulence au second ordre, a montre la
superiorite d'une telle approche couplee, par rapport a une approche numerique basee sur un decouplage
des equations, de fortes instabilites au niveau des conditions limites de paroi apparaissant avec le modele
decouple [4].
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Fig. 1 { a) K par le schema de Godunov b)
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Ecart sur K entre Vfroe-ncv et Godunov
Fig.a) K by Godunov scheme Fig. b) Dierence between K by Vfroe-ncv and K by Godunov scheme
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